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Abstract 
This paper gives an overview of various forms of the differential equations of exterior, interior 
and terminal ballistics, as well as a presentation of the problems they induce in computer 
algebra. Some of these problems have been investigated at ISL (French-German Institute of 
Saint-Louis): 
- through the quasi-monomial transforms (QMT) of Brenig, for the ordinary differential 
equations (ODE’s) of exterior ballistics that have been implemented in REDUCE and led to 
numerical applications, 
_ asymptotic expansions of solutions of the ordinary differential equations in the “Winter 
thermodynamic” model of interior ballistics. 
In the prospects, we quote the application of the quasi monomial transform for solving 
ordinary differential equations, resulting of a separation of variables (by consideration of 
symmetry groups) of the partial differential equations of interior and terminal ballistics (with 
a first application concerning nuclear explosions). 
Rbumi! 
Aprh avoir rappel& diverses formes des equations differentielles de la balistique (exterieure, 
interieure et terminale), ce memoire expose les probltmes de calcul formel qu’elles induisent. 
Une partie de ce vaste programme a CtC Cbauchee: 
_ avec la methode des transformations quasi-monomiales (“TQM”) de Brenig, pour les 
equations differentielles ordinaires (EDO) de la balistique extirieure, implantte en REDUCE, 
application qui a fait l’objet de calculs numeriques, 
- par des developpements asymptotiques des solutions des equations differentielles or- 
dinaires de la balistique interieure “thermodynamique” dans le “cadre Winter”. 
Dans les perspectives, on mentionne l’emploi de cette mithode des transformations quasi- 
monomiales pour les equations differentielles ordinaires resultant dune separation des vari- 
ables (par consideration des groupes de symetrie) des equations aux d&iv&es partielles de la 
dynamique des gaz que l’on rencontre en balistique interieure et terminale (avec une premiere 
realisation sur les explosions intenses d’origine nucltaire). 
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0. Introduction 
La balistique est la science du mouvement des projectiles du lancement (balistique 
inttrieure ((canon)) ou BI) a l’arrivee sur, dans ou autour de la cible (balistique 
terminale ou BT) en passant par la phase de vol dans l’atmosphere (balistique 
exterieure ou BE). Certains travaux de balistique exterieure [48] concernent aussi le 
mouvement des missiles et des satellites, a notre sens cela releve plutot de la 
mkcanique spatiale et/au celeste, ce qui a permis de dire [27] que la balistique 
exterieure Ctait la branche terrestre de l’astronomie... Comme branche appliquee de la 
mkcanique rationnelle associee a la dynamique des gaz, la balistique est essentielle- 
ment regie par des equations differentielles (“ordinaires” ou “EDO” dans les modelisa- 
tions traditionnelles, aux d&iv&es partielles ou “EDP” pour les modelisations mod- 
ernes). L’extreme complication des equations (equations differentielles ordinaires ou 
equations aux derivtes partielles selon les cas, qui de plus, ne sont pas toujours bien 
modtlisees) est telle que leurs solutions semblent a jamais inaccessibles m&mes aux 
plus fins analystes. Sur le plan analytique (voir Note 1 en annexe) en se limitant aux 
ccproblbmes directs)) on suppose toutes les conditions initiales (et marginales pour les 
equations aux derivees partielles) connues et on cherche une solution particulihe 
ctlocale)) (durant un temps relativement court: soit quelques secondes en balistique 
exterieure, millisecondes en balistique interieure, microsecondes en balistique ter- 
minale) et non la solution la plus g&r&ale (de preference autour de points singuliers 
dun inttret academique certain mais sans pertinence technique). Avant l’bre infor- 
matique (jusque vers 1970) les balisticiens e sont efforces d’exploiter des solutions 
analytiques: 
- exactes de problemes approchant les problemes reels (p.ex: ChS [28] en balistique 
interieure, tir de plein fouet Siacci-Charbonnier [S] en balistique exttrieure, 
Helie-Poncelet [33] en balistique terminale), 
_ approchtes de problemes exacts (p.ex.: [56] en balistique inttrieure), r&servant 
l’emploi de methodes numtriques aux cas non trait&s supra (p.ex.: GHM [29] en 
balistique exterieure, voir note 2 en annexe). 
Les solutions numeriques utilisees dans la pratique courante sont certes inttres- 
santes (compatibles avec les ctnecessitts du service))) mais font perdre de vue le tote 
“analytique” (p. ex: thtorie des similitudes [4]) des problemes de la balistique, en 
particulier pour le calcul des ((matrices de sensibilite)) (alterations differentielles ou 
“coefficients differentiels”: alterations des “effets” (pressions, vitesses, port&e, fleche, 
durte de trajet, profondeur de penetration, .. . ) rapportees aux alterations des 
“causes” (vent, altitude, temperature de l’air et de la poudre, masse du projectile et de 
la charge de poudre ou d’explosif, vitesse initiale, vitesse du tireur et du but,...) utiles 
pour calculer les sensibilites et les dispersions. En outre, un bon nombre de problbmes 
peuvent encore se rtsoudre par voie formelle. De plus, malgre les progres de 
l’informatique, les dukes CPU d’execution des procedures numeriques ont encore 
assez longues (et pas toujours compatibles avec les crconditions de combat)) qui 
conduisent a des ccproblemes inverses>)) on peut done envisager la recherche de 
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moyens alternatifs de nature analytique et non plus de nature numkrique (tels que les 
bases de donnees avec programme d’exploitation des types ABN ou IBN)’ 
Dans cet esprit, on s’attache tout au long de cet article, a la question ci-aprb: 
(Q) 
L’application numerique de solutions formelles (m&me approchkes) ne 
serait-elle pas un moyen alternatif (valable tant en precision numerique 
qu’en complexite algorithmique) au calcul numerique conventionnel“? 
Ceci signifie que notre petite tquipe de calcul formel applique ne cherche pas a tout 
prix des solutions analytiques exactes (ce qu’une Cquipe academique de theoriciens 
serait tent&e de faire) a tous ses problemes mais se contentera de solutions formelles 
approchies mais applicables, les logiciels de calcul formel (REDUCE puis 
MATHEMATICA) servant de generateurs de programmes (en FORTRAN ou en C) 
executes ur d’autres machines. 
Dans ce memoire nous tentons de rtpondre a cette question par une synthbse des 
communications prbsentees lors des “Journees d’etude de calcul formel” [17, 18, 22, 
231. Par ailleurs, nous n’oublions pas l’emploi du calcul formel pour l’ecriture des 
equations differentielles (equations differentielles ordinaires et/au equations aux 
derivees partielles) ou leur reecriture apres changement de variables (ou de reperes), 
p.ex: le travail de Silvestre (voir note 2 en annexe). 
En Section 1, nous Cvoquons les equations differentielles de la balistique, puis nous 
abordons les travaux de calcul formel relatifs aux equations differentielles ordinaires, 
en precisant celles de la balistique exttrieure (Section 2). Aprb avoir rappele les 
publications des precurseurs (Section 2.1), nous presentons nos propres contributions 
(nos Cchecs du Section 2.2 puis une rtalisation plus concluante au Section 2.3). Au 
Section 3, nous parlons de la balistique interieure. Le Section 4 aborde les problemes 
d’equations aux d&-i&es partielles de la dynamique des gaz. Aprb un rappel des 
prtcurseurs (balistique inttrieure), nous presentons un travail de deux de nos Cl&es 
(en balistique terminale) pour la simulation des effets mecaniques des explosions 
ponctuelles intenses (Section 4.2) puis un agenda (Section 4.3) qui introduit nos 
conclusions et perspectives. 
1. Les kquations difkentielles de la balistique 
Dans cette section nous faisons un rappel sommaire des travaux anterieurs 
d’analyse mathematique (1650-1980). Les equations differentielles ordinaires de la 
balistique (en particulier de la balistique exterieure) ont fait l’objet d’un tres grand 
nombre de travaux d’analyse mathematique d&s le XVIIe siecle, lorsque Newton 
a essay& en 1687 d’tvaluer les effets de la “resistance de l’air” . . . 
1 ABN: Aden Ballistische Netze; IBN: Innen Ballistische Netze. 
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I. 1. Balistique extkrieure 
La balistique extkrieure a Cti: modkliske dks l’apparition du calcul diffkrentiel avec 
Newton. Les tquations diffkrentielles de la balistique extkrieure se dkduisent du 
Principe Fondamental de la Dynamique (pour le mouvement du et autour du centre 
de graviti: - voir note 3 en annexe): 
du 
mx- = F,,,, et 
dH 
dt 
- = Moments des Forces Atrodynamiques 
dt 
oti les forces extkrieures F,,, sont la pesanteur (m g), dirigte selon la verticale du lieu et 
les forces Akrodynamiques (Train&e, Portance, Magnus) et leurs Moments (moment 
akrodynamique, moment de Magnus, moment d’amortissement de la rotation, mo- 
ment d’amortissement de la pendulation, .. . ), H Ctant le moment cinktique. Dans le 
cas g&&al on a un mouvement de ((corps solide)) B 6 degrks de 1ibertC (ou “balistique 
extkrieure g 6 degrts de libertk”): 3 en translation et 3 en rotation (“angles d’Euler” ou 
tout autre “rep&e balistique”) dkcrit par des systkmes de 6 Cquations diffkrentielles 
ordinaires du 2nd ordre dont la solution analytique g&kale exacte semble g jamais 
exclue (voir note 4). 
Sans ntgliger l’inttrGt thkorique des descriptions plus complktes, la balistique 
extkieure d&rite ici sera done celle a “2 degrks de libert? qui a fait l’objet de t&s 
nombreuses investigations thkoriques depuis les dtbuts du calcul diffkrentiel. 
1.2. Mod&es ‘ ‘thermodynamiques ” de la balistique intkrieure 
Jusque vers 1880, la balistique intkrieure ctcanom) est rest&e assez empirique malgrt: 
les travaux de Robins et Euler vers 1750. Ceci est valable pour les canons g poudre 
(pour les canons klectriques voir la note 5 en annexe). La modtlisation de la balistique 
intkrieure classique remonte au d&but du XXe sikcle. Aprbs Resal(1864) qui a Ccrit la 
“Relation d’Equivalence” dkduite du ler principe de la thermodynamique (d’oh 
l’appellation de modkles “thermodynamiques”), Charbonnier (1908 - [ZS]) a dond la 
forme commode pour 1’ “Cquation de combustion”: dz/dt = A x q(z) x pa 
oh z est la fraction brQlke z E [0, 11; p: la pression; q(z) une “fonction de forme”, 
a est 1’ “exposant de pression” (en g&&al proche de 1, car 0,7 < CI < 1,2!), 
A est une constante propre de la poudre: sa “vivacitt”, comme c1 elle est dkterminbe 
expbrimentalemenk 
Les modkles dits thermodynamiques sont done dtcrits par trois types de relations: 
(1) une (ou deux) relation(s) issue(s) de la dynamique sous deux formes possibles: 
(a) soit d’une tquation diffkrentielle du 2time ordre 
(b) soit 2 kquations diffkrentielles du premier ordre 
(2) une Cquation diffkrentielle du premier ordre issue d’une loi de combustion 
(3) une relation finie (due & Resal, issue du ler principe de la thermodynamique) 
pour clore le systkme. 
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Lorsqu’on admet la combustion “linkaire” (CI = 1) on a une tquation diffkrentielle du 
premier ordre linkaire pour dkcrire 1’ “inttgrale du parcours” et le probkme est “rkduit 
aux quadratures” (thkories des “similitudes balistiques” d’Emery et Desmazieres 
(1920), thtorie Cranz-Schmitz [33], “outillage-Charbonnier-Sugot” [52, lo], . . . ), Ces 
modkles thermodynamiques reposant sur l’hypothbse “isobare” se sont rCvClCis 
utilisables bien au deld de leurs limites thkoriques de validit& [19] (voir note 6 en 
annexe), comme on a pu le constater avec les modiles ctmodernew qui suivent. 
1.3. ModLIes ‘modernes ” de la balistique inkrieure (dynamique des gaz) 
Depuis 1940, on a dCveloppC et utilisk des modkles “modernes” de balistique 
inttrieure fond& sur les 3 Principes de Conservation (masse, impulsion, tnergie) de la 
dynamique des gaz ce qui conduit B 6,8, 10.. tquations aux dtrivkes partielles (selon le 
nombre D de dimensions d“espace prises en compte) dont les seconds membres 
“termes source” sont d’origine physique done rationnelle mais aussi plus ou moins 
empirique. Le systkme diffkrentiel rbultant doit &tre complttk par les Conditions 
Initiales et Marginales (“aux limites”) et “~10s” par des “relations de comportement” 
souvent empiriques (dont la loi de combustion sous la forme: de/dt = b,, + bI x pbz oti 
e est l’kpaisseur brQlke). 
Pour mtmoire, les systkmes d’kquations aux dkrivtes partielles de la balistique 
intkrieure fondCe sur la dynamique des gaz sont krits sous la “forme conservative 
faible”: 
oh F dksigne le vecteur d’ktat (vitesses, masse volumique, Cnergie). 
Ces modkles de balistique intkrieure fond&e sur la dynamique des gaz ne semblent 
pas avoir fait l’objet d’investigations analytiques formelles ayant conduit A des 
conclusions utiles aux praticiens en dehors des modbles numkiques (p.ex: problkmes 
de stabilitk des schCmas numkriques). Plusieurs de ces mod&.les numkriques ont citCs 
dans la note 6. 
1.4. ModLIes ’ inodernes ” de balistique terminale 
Malgri: les brillants travaux sur 1’Elasticitk au XlXe sikle, la balistique terminale st 
restte assez longtemps empirique. Les modkles modernes de balistique terminale sont 
fond&s sur les 3 principes de conservation de la mkcanique des milieux continus. Ces 
systkmes d’kquations aux d&iv&es partielles, qu’on kcrit de prkfkence sous forme 
conservative faible comme pour la balistique inttrieure, doivent &tre complktks par les 
conditions initiales et marginales et “~10s“ par des conditions de fermeture souvent 
trts empiriques. 
11 convient de signaler la thkorie des explosions qui relkve de la Dynamique des Gaz 
et qui a fait l’objet de nombreux dkveloppements htoriques repris par les dktoniciens 
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(entre autres nucltaires: Taylor en 1941 [53], Sedov en 1958 [Sl] et Sakurai entre 
1954 et 1962 [SO]). 
Les detoniciens utilisent egalement des theories “hydrodynamiques” pour dtcrire 
les phenomenes de perforation des blindages, ce qui revient a considerer des systemes 
differentiels ordinaires [38]. 
2. Travaux relatifs aux kquations di&entielles ordinaires de la balistique xtkrieure 
11 serait presomptueux de rtsumer en quelques lignes l’immense somme de travaux 
consacres aux equations differentielles ordinaires de la BE depuis Newton et 
Huyghens (1680) jusqu’a Leimanis (1958 - [45,46]) en passant par d’Alembert, Euler, 
Legendre, Liouville, Drach, Valiron, Denjoy, Popoff, . . . ces travaux se trouvant 
resumes dans un ouvrage de reference de la balistique exttrieure: le “Traite de 
Balistique Exterieure Rationnelle” de Charbonnier [29]. Cet ouvrage retrace 
pratiquement out ce qui Ctait connu avant 1918, en particulier en mat&e de 
dtveloppements en series et de “retour des series” (inversion de series). 
Parmi les multiples formes des systemes differentiels ordinaires de la balistique 
exterieure a 2 degres de liberte [48], nous proposons 3 Ccritures: 
_ celle de nos jours, avec la variable temps t (surtout destinee au “calcul formel 
moderne” et a l’inttgration numtrique moderne, p.ex: Runge-Kutta [33, 2611): 
i=u, ,‘=w, i= 
Trainbe 
-Exu, ti= -Exw-g: avec p=-, sans dimen- 
m x 90 
sion , 
&PXgO 
v ’ P = c x 5(v) x ww, 
x = abscisse, y = ordonnte, v = vitesse, R, = rayon de la terre, m = masse du projec- 
tile, 
oh p represente le ctfacteur de resistance)) qui est la source des difticultb pour l’ttude 
analytique de ces systdmes difirentiels, C est le “coefficient balistique ” (voir les 
definitions dans [12]), c(y) la pression de l’air a l’altitude y et F(M) est une fonction du 
nombre de MACH (voir p.ex. [l 11). 
- celle avec la variable rp qui a fait l’objet des investigations analytiques classiques 
(1700-1970) dont celles d’ Euler et des methodes numtriques anciennes (dont la GHM 
C51): 
p=tg(&& dx v2 dy= - $x tg(cp), -$ = V -= --, 
dq g dp -~’ 
et 1’ kquation de 1’ hodographe: 4v ~0s b)) 
dv 
=pxv [H]. 
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- celle avec la variable “pente” p qui a servi de base g des investigations formelles 
a Poisson (vers 1820) puis aux auteurs (cf. 2.2) ou a des methodes numeriques 
anciennes (OKH - 1940) ou “degradees” de la famille “ELR(p)“: 
dx u2 dy u2 dt u du - -- dp- 9’ &=-Txp, dp=-s’ -_= pxu [H’] 
dp JT? 
+ La Resistance de 1’Air n’a pu &tre evalute assez correctement qu’a partir de 1850 
au champ de tir pour la trainee, et de 1910 en soufflerie pour les autres composantes 
dont la Portance et le Moment. 
Un mot sur Drach [34]: il a donne toutes les formes theoriques (la plupart sans 
inter&t pratique) possibles de la “Fonction de Resistance de 1’Air” F(u) qui permettent 
d’integrer l’equation de l’hodographe” [H] reecrite sous la forme: 
dy 1 -y2 _p 
dx - y + p(x)’ 
avec p = C x F(v), x = log(v) et y = sin(q) 
par quadratures dans le cas d’une masse volumique constante de l’air (les plus utiles 
sont sous la forme de d’Alembert: F(v) = a + b x v”; si a = 0, on a une “resistance 
monome” d’Euler (voir note 7 en annexe), si a = 0 et n = 1 on a une “resistance 
lintaire”). Dans la lignee de Drach, Leimanis [45] a ttudie les cas d’inttgrabilite de 
l’hodographe pour divers cas de densite variable. Bernoulli (1719) a reduit le problbme 
principal de la balistique exterieure a 2 degres de liberte aux quadratures. Au nombre 
des travaux d’Analyse relatifs aux equations differentielles ordinaires de la balistique 
exterieure i 2 degrts de liberte on doit signaler le theoreme de Veithen (1917) qui 
permet d’affirmer la “convergence des series x(t) and y(t) lorsque la resistance de l’air 
est un polynome impair de la Vitesse u (a densite constante)“. Carriere (1994) a Ctendu 
ces conclusions au cas dune densite variable (dtcroissante avec l’altitude y) pour une 
resistance polynome impair du nombre de Mach. 
2.1. Premiers travaux connus de calcul formel 
11 etait nature1 d’informatiser au moyen d’un logiciel de calcul formel les developpe- 
ments en serie de la balistique exterieure, ce que fit Gawlick [37] vers 1975 en langage 
“MIRA” pour calculer les d&iv&es successives de y(x), probleme trivial mais calculs 
fastidieux car rapidement “explosifs”; de plus la convergence des series obtenues n’est 
pas assuree en general (en effet on connait des cas de divergence!). 
Depuis ce brillant predecesseur, les auteurs n’ont eu connaissance d’aucune autre 
publication d’application du calcul formel “moderne” a la balistique ctd“artillerie2~~, il 
z balistique ctd’artillerie)): celle des canons oti les divers effets de la rtsistance de I’air ont un rBle 
prkpondirant. , 
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convient toutefois de titer les travaux de Agnese en 1990 [l] pour la prevision des 
orbites de satellites artificiels dont l’application pratique conduit a une trb forte 
acceleration des calculs (de l’ordre de 1000 fois) par rapport a l’inttgration numtrique 
conventionnelle du type Cowell. 
2.2. Autres tentatives des auteurs en REDUCE 
Les investigations des auteurs [lSJ ont Porte, en 1990-1992, sur deux familles de 
solutions utilisant les developpements de Taylor: 
Dune part, en considerant le probleme de Cauchy correspondant: 
resoluble en utilisant trois mtthodes au choix: 
(a) solution dite “geomttrique” y(x) comme celle de Gawlick (on peut obtenir 
p = dy/dx, v(x), t(x) par les formules de balistique exttrieure inverse de Lagrange 
[27, 211): 
(b) solutions dites ctcinematiques)) destintes a obtenir: 
x(t), y(t), . . . t &ant le temps, 
(c) solutions dites crintrinseques>) destintes a obtenir: 
X(P)? Y(P), t(p), u(P), p = tan(q) = 2 = “pente”. 
Les solutions intrinseques ont utilisees lorsqu’on admet 1“hypothese dune resistance 
de la forme 
r = b exp( - h x y) x v”. 
Cette hypothbse correspond a un modele d’Euler ou on abandonne l’hypothbse 
simplificatrice dune masse volumique de l’air constante avec l’altitude. Les dtvelop- 
pements peuvent alors &tre aussi bien “directs” qu’ “inverses” notamment lorsqu’il 
s’agit d’obtenir x(y) par “retour de series”. 
D’autre part en utilisant trois families de solution iteratives au choix: 
(1) les iterations de Picard, d’intCr@t purement htorique: 
Yj+ I = YO + 5 f(t, Yj (t)) dt, 
YO = y(a). a 
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(2) les solutions iteratives de Collatz [31], selon une mtthode d’analyse fonction- 
nelle pour la recherche des points fixes d’operateurs (p. ex: differentiels), 
T,=$-@(t,z)=H=O?, 
Z 
zn- I x T_-m - zn x T+, 
n+1= 
Tzm - Tzm_, ’ 
avec 2 valeurs de dipart z1 (t) et z2 (t). 
Cette methode reste inabordable en pratique: en effet, elle gtnere des formules 
couvrant plus de 100 pages. A ce jour, aucun pro&de de reduction de ces expressions 
n’est parvenu a notre connaissance. 
(3) les series de perturbation de Lie reposant sur un theoreme de Grobner [SS]: 
“La solution approchee (exacte en principe) z d’un systeme differentiel exact S peut 
s’obtenir par perturbation de la solution exacte z* d’un systeme differentiel approche 
s^ w: 
z(t) =2(t) + f ryf 9 (DZD” @I) dz , 1 i 
$ =f(t, z) 
a=1 r=t, . f-, i(r) 
s z(to) = z. , 
’ i 
s^ 
g =f(t, i), 
Wo) = zo, 
oh: 
D”&+/,;+ ... +fn;, 
1 ” 
Les essais relatifs a cette voie se sont rev&s lourds par suite de formules trop 
longues. Tant qu’on n’aura pas trouvt de pro&de pour rtduire les formules ainsi 
engendrk a des tailles raisonnables, la reponse a la question Q restera negative pour 
des raisons pratiques. 
2.3. Application de la m&ode des transformations quasi-monomiales (TQM) 
Brenig a developpt une inttressante theorie [7] pour Etude des systemes differenti- 
els non lineaires qu’il met sous cette forme canonique quasi-monomiale d’bquations 
differentielles ordinaires: 
j= 1 k=l 
(i = 1 . . . 4, Eq. CFCQMI 
n fonctions inconnues 
m relations Quasi-Monomiales, 
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A et B des matrices b termes constants 
qui par transformation quasi-monomiale: Zj = ni= 1 xs,k 
se ram&e a la forme universelle de Lotka-Volterra: ii = Zi x I;= 1 (B.A.) i, j x Zj 
WV 
Ainsi pour resoudre l’tquation [FCQM13 on peut proctder en 2 ttapes: resoudre 
[LV] puis: ii = Xi X Eye 1 Ai*j x Zj qui est un systeme d’equations differentielles 
lineaires du premier ordre. 
On peut trouver une solution approchee de [LV] par developpement de Taylor, par 
des operations Clementaires d’algtbre lineaire: 
00 tk 
Zi = C Ck (i) z SOit Mi, j = (B.A)i, j X Zj (0). A~oJ"s, il Gent: 
k=O 
ck(i) = f .‘. i Mi,jl X (Mi,j2 + Ml, ,J X (Mz,j3 +Mj1,j3 + Mj,,jJ .” 
j,=l j,= 1 
X(Mi,j* + Mj,,j, + Mj2,jk + ‘.. + M,k_l,,k). 
Brenig a montre l’inttret de sa methode pour l’inttgration numerique [6]. 
Pris sous la forme “Euler”, le systeme differentiel ordinaire de la balistique ex- 
terieure a 2 degres de liberte n’est pas quasi-monomial. Abordons la reduction du 
crsysttme differentiel ordinaire de la balistique exterieure a 2 degrb de libertt>) a la 
forme canonique quasi-monomiale d’equations differentielles ordinaires. D’une part, 
en se fondant sur 1’Ansatz de Veithen dtfini ci-aprbs, d’autre part, en utilisant une 
modtlisation classique de l’atmosphere terrestre, Carriere [23] a montre que le 
systeme differentiel ordinaire de la balistique exterieure a 2 degres de liberte se 
ramenait a la forme [FCQM]. Des lors que cette mtthode des transformations 
quasi-monomiales Ctait applicable a ce systeme, une solution formelle par dtveloppe- 
ment de Taylor “DevTQM” devenait accessible. En effet, si l’on prend comme 
variables: 
xr =x; x2 = C(Y) = exp(h. y); x3 = u =i; 
x4 = iz = h x w x x2, ainsi que 
EE = E(v) x i(y), avecE(v) sous la forme d’un polynome pair en v, ce pro&de 
etant connu sous le nom d’ ctAnsatz de Veithem), alors le systeme d’tquations s’ecrit 
sous la forme [FCQM]: 
L 
i3=EXX2XX3; hx9=Exx4+g,,xh; &=h.ti.x2+2; 
x2 




3 FCQM = forme canonique quasi-monomiale d’kquations diff~rentielles ordinaires. 
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A partir de cette derniere forme, on peut Ccrire les matrices A et B (avec IZ = 4 
inconnues et m = 6 quasi-monomes). 
Remarque: Le cas i(y) = 1 (ou h = 0 alors w se trouve inditermint) se traite 
autrement avec x2 = y et on a seulement m = 5 quasi-monomes mais il faut ctaugmen- 
ten) les matrices A et B et on se retrouve avec ml = 6 quasi-monomes. 
On a limit6 E(v) a 2 termes pour des raisons de maniabilite dans la demonstration. 
En accroissant le degre de ce polynome les conclusions qualitatives (dont le caractere 
quasi-monomial, a convergence des series,...) demeurent. Bien plus gbneralement, on 
aurait pu prendre EE = E(M) x i(y) avecE(M) sous la forme d’un polynome pair en 
M. La complication en resultant n’apporte rien de plus au niveau de la pertinence 
balistique. 
A defaut d’utiliser NODES, la solution formelle a ete obtenue en REDUCE puis 
convertie en FORTRAN pour des applications numeriques “par arcs” (pas a pas) 
pour 3 armes: 
_ un fusil-mitrailleur AA52 (7.5 mm) a une distance de 200 m, 
- le canon de 100 mm des Marines Nationaie (F) et Fed&ale (R.F.A.) a 17 km 
- le celebre canon a Tres Longue Portee “Grosse Bertha 1918” (210 mm) a 120 km. 
Quelques rtsultats numtriques pour le canon de 210 mm (Vo = 1600 m/s, 
alpha = 50”, C = 2.e-4): 
Reference RK Dupuis X = 122292 m (portee) Ys = 39324 m (t&he). Ce sont des 
valeurs proches des valeurs experimentales de 1917-18. 
RK Veithen 
Dev Taylor Veithen 










Pour des raisons pratiques: 
(a) les developpements par transformations quasi-monomiales ont Cte limit& a 
l’ordre 5 en REDUCE et 4 en FORTRAN, 
(b) de plus la dite exploitation numerique a montrt que l’ordre 3 pouvait suffire, ce 
qu’on a pu verifier a l’ordre 4, 
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(c) la duke CPU d’exploitation double dun ordre a l’autre ce qui compromet l’attrait 
concurrentiel de ce pro&de devant les autres moyens habituels, 
(d) la Resistance a &tit prise sous forme “binome”: 
E = E,, + El x v2 oti les coefJicients E. et El ont &tit calcules “localement” (sur 
chaque arc) d’apres les “lois Dupuis 1922” de 1’Artillerie Navale (F), repertoriee dans 
notre “LAPIA” de 1982 [Ill], qu’on peut trouver aussi dans [48]. 
Ceci a repose le debat bien connu entre: 
. la convergence dite geometrique, c’est-a-dire formelle, avec un nombre de termes 
trh grand, a defaut d’etre infini, 
l et la convergence “pratique” c’est-a-dire avec un faible nombre de termes, dont la 
pertinence se verifie: 
(a) soit en format de longueur infinie avec le calcul formel, 
(b) soit en langage de programmation classique, la oti le nombre de bits des 
operateurs digitaux est fini. 
Le pas d’inttgration etait le pas nature1 au sens de Collatz [30] revu par Carrike [ 13 J. 
Autrement dit, si l’application des transformations quasi-monomiales permettrait 
d’obtenir thtoriquement une solution analytique gentrale du probleme de balistique 
exterieure a 2 degrts de liberte avec l’Ansatz de Veithen, en pratique on a obtenu une 
solution “locale” que l’on peut calculer effectivement “par arcs”. 
Pour la lere fois, nous pouvons repondre positivement ala question Q, a savoir que 
l’application des transformations quasi-monomiales nous a conduit a un moyen 
alternatif au calcul numerique traditionnel. 
La plupart des systemes differentiels ordinaires de la balistique (balistique ex- 
terieure, balistique interieure et balistique terminale) peuvent se reduire a cette forme 
canonique quasi-monomiale d’equations differentielles ordinaires [20]. A titre 
d’exemple, le systeme differentiel du modble BABI de lanceur electromagnttique 
a induction [17] n’est pas quasi-monomial, mais celui rencontre en balistique in- 
terieure du lanceur a rail l’est (voir note 5 en annexe). La reduction des systemes 
differentiels jusqu’ici non reduits (p. ex: balistique exterieure a 6 degres de libertt) sera 
poursuivie, ainsi que celle des equations aux derivees partielles (balistique interieure 
fondle sur la dynamique des gaz) en vue de “faire mieux”. 
3. Travaux relatifs aux kquations diffkrentielles ordinaires de la balistique intitrieure 
La plupart des balisticiens allemands (dont [33]) et francais (dont [4]) ont essentiel- 
lement travail16 sur des modeles “thermodynamiques” du type Charbonnier-Sugot, 
permettant de simuler des canons donnant des vitesses jusqu’a 1000 m/s. 
3.1. Travaux antbrieurs (1900-1960) 
L’ “outillage-Charbonnier-Sugot” secompose de la theorie de Charbonnier de 1908 
[28] accompagnte des tables numeriques de Sugot de 1913 [52] pour les canons de 
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1’Artillerie Navale. Carriere les a recalculees en 1974 mais en version ttendue [lo]. 
Considerant que 1’ “outillage-Charbonnier-Sugot” bait insuffisant, Winter a construit 
des “super-outillages de balistique inttrieure ” [56] et puis a Ctudie les effets de la 
difference (1 - U) de l’exposant de pression sur les effets balistiques (pression et 
vitesse). 
3.2. Dheloppements asymptotiques dans le “‘cadre Winter” (1970-1994) 
Le brillant travail de Winter s’etant rCvClC celui d’un chercheur solitaire n’a eu 
aucun echo a notre connaissance malgre l’interet balistique certain de ces investiga- 
tions. Cela a pousse Carriere [22] a envisager le vecteur solution S = {x, v, p, z> du 
Probleme Principal de la balistique inttrieure sous cette forme de developpement: 
avec pe = 4, le nombre de parametres de perturbation 
{K, h, (a - l), zo>, oti h = (q - l/6), q(z) = Jl - K x z, et le vecteur S tel que: 
{S, = x = dkplacement; Sz = v = vitesse du projectile; S3 = p = pression; 
S4 = z = fraction b&he en fonction du temps t} 
Les fonctions SA; i, j, k, l s’obtiennent en reportant les composantes du vecteur S dans 
les 3 equations differentielles du premier ordre et la relation de RESAL et en 
identifiant les termes correspondants en i,j, k, 1 dans les developpements obtenus. L’ 
“ordre zero” (i = j = k = 1 = 0) revient a retenir la solution dite a “emission con- 
stante” de Gossot-Liouville et Charbonnier (plus restrictive que celle de la Note 8 en 
annexe), mais &rite differemment ce qui permet une justification theorique de 
l’approximation empirique de Vallier en 1899 [33, lo]. 
Oudin a refait les calculs correspondants pour l’ordre un. De plus, il a ttabli qu’a 
l’ordre 
o,=i+j+k+l, et en posant 
(0, + Pe - I)! 
m(o,, PJ = (#,) ! cPe _ 1l ! 
on avait pe m (o,, pe) fonctions a chercher, dont les 314 sont don&es par des equations 
differentielles du premier ordre lineaires et l/4 par des relations finies (issues de 1’ 
equation de Resal); ainsi a l’ordre “zero” on a 4 fonctions inconnues (3 equations 
differentielles + 1 equation de Resal); a l’ordre “un” on a 16 fonctions inconnues (12 
equations differentielles + 4 equations de Resal),... Pour memoire, Oudin a aussi 
applique la mtthode des series de Lie a la balistique interieure, en prenant la solution 
&mission constante)) comme solution de base. 
Contrairement a WINTER (195&1960), nous n’avons pas juge ntcessaire de 
calculer numtriquement ces fonctions, car les modeles informatisb, dont les AMIxD 
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(abrtviation pour ((Achsen symmetrisches Model1 der Innenballistik)) a x dimensions 
d’espace) nous suffisent. 
4. Travaux relatifs aux kquations aux d&iv&es partielles de la dynamique des gaz 
Le ler travail connu sur une solution pratique des equations aux d&iv&es partielles 
de la dynamique des gaz (“DG”) appliquees a la balistique interieure remonte 
a Lagrange en 1793. Moyennant l’hypothese selon laquelle la masse volumique p est 
fonction de la seule variable temps t, alors l’tquation de continuite devient une 
equation differentielle ordinaire aprb separation des variables x et t, puis le profil des 
vitesses u(x, t) est lintaire en espace x et celui des pressions p(x, t) est quadratique n x. 
Les modeles modernes du type AMIxD [36] ont confirme (numeriquement) ces 
conclusions thtoriques de Lagrange, 200 ans aprbs! 
Corner en 1950 [32] a donnt une extension de cette “solution conventionnelle de 
Lagrange” au cas du canon a poudre, Carriere l’a tgalement prolong&e n 1971. 
4.1. M&moire de Thornhill 
Thornhill [54] a montre en 1966 qu’on pouvait “moderniser” le “Probleme de 
Lagrange” au cas du canon a poudre. Par des considerations de similitude, il procede 
a une separation des variables x et t, la partie “temporelle” dtcrivant non seulement le 
mouvement du projectile (comme Lagrange et Corner), mais aussi la combustion de la 
poudre. Cette brillante contribution n’a pas eu d’echo dans la communaute balistique. 
Carrihe a montrt en 1995 que “Thornhill est quasi-monomial” (cf. 2.3). 
4.2. Mimoire de Taylor (1941) et exploitation rkcente (1995-96) 
Taylor [53] a ttudie les explosions ponctuelles intenses (d’origine nucltaire, pour 
prevoir les effets du premier essai de 1945). Partant des 3 equations aux dtrivees 
partielles (masse, impulsion, tnergie) de la dynamique des gaz, par similitude, il 
pro&de a la separation des variables temps (t) et espace (r), ce qui le conduit 
a 3 equations differentielles ordinaires non lintaires couplees qu’il a inttgrees 
numiriquement, mais il a egalement obtenu quelques relations theoriques permettant 
aux atomistes d’interpreter l’explosion du 16.7.45 au Nouveau Mexique. 
Madelenat et Narguet [47] ont exploiti: les rtsultats de Carribre: “Taylor est 
reductible a la forme canonique quasi-monomiale d’tquations differentielles or- 
dinaires de Brenig”. Aprbs avoir suivi la demarche de Taylor et utilise la methode des 
transformations quasi-monomiales en MATHEMATICA et retranscrit les resultats 
formels en C, ils ont pu comparer dune part leurs rtsultats analytiques avec ceux de 
Taylor et d’autre part leurs resultats numeriques avec ceux de “WUNDY“ [43], 
(WUNDY = programme de calcul des ondes de choc generees par explosion nu- 
cltaire) et autres moyens d’evaluation. 11s ont pu constater que les resultats 
A. Carridre. L.-R. Oudin / Theoretical Computer Science 187 (1997) 263-284 277 
numtriques des solutions analytiques locales Ctaient quasi-stationnaires entre les 
ordres de developpement 3, 4 et 5, leur logiciel KAFOREP)) devant tourner sous 
Windows NT pour l’ordre 5, sous DOS pour les ordres inferieurs. De plus, sur le plan 
formel, ils ont Ccrit deux procedures en MATHEMATICA d’usage general pour les 
systemes differentiels ordinaires sous forme quasi-monomiale: 
- l’tcriture Quasi-Monomiale avec identification des matrices A et B de Brenig 
(Section 2.3). 
- le calcul des coefficients de Taylor a partir des matrices M, A et B. 
Ce travail permet une nouvelle reponse positive a notre question Q. 
4.3. Agenda sommaire 
Si la solution (du moins approchee mais applicable) des equations differentielles 
ordinaires de la balistique par le calcul formel peut etre consider&e sinon comme 
acquise du moins bien entamte en balistique extbrieure, celle des equations aux 
derivees partielles des balistiques terminale et interieure reste encore un problbme 
ouvert (a notre connaissance du moins). 
Si pour les equations differentielles ordinaires la mtthode des transformations 
quasi-monomiales nous semble une bonne approche (ce n’est pas la seule) nous 
ignorons les progres essentiels des theories utilisables pour ce type d’equations aux 
derivtes partielles, par exemple comment definir une “equation aux d&iv&es partielles 
de Lotka-Volterra” qui soit le pendant de la forme de Lotka-Volterra des equations 
diffirentielles ordinaires? La seule voie entrevue (actuellement) reside dans la separ- 
ation des variables des equations aux derivtes partielles pour les ramener a des 
systemes differentiels ordinaires a reduire a la forme quasi-monomiale. 
5. Conclusions 
Si les artilleurs n’ont pas attendu les solutions formelles des equations differentielles 
ordinaires et les equations aux d&i&es partielles de la balistique pour commencer 
leurs tirs, du moins ils ont pu beneficier (des le XVIIe siecle) des conclusions pratiques 
des investigations formelles de brillants “geometres” (du XVIIIe siecle) et des analystes 
(du XIXe siecle), puis des balisticiens (de la lere moitit du XXe siecle) enfin de 
nombreux universitaires contemporains (pour les mtthodes numeriques). 
Les chercheurs en calcul formel dit “moderne” (depuis 1970) ne se sont gdre 
in&es&s aux equations differentielles ordinaires et aux equations aux d&iv&es 
partielles de la balistique. Par opposition, la petite tquipe de 1’ ISL, se placant 
resolument dans les applications en aval des grandes Cquipes de thtoriciens (consider- 
tes comme amont), a aborde certains problemes dans l’espoir de trouver des solutions 
alternatives au calcul numtrique conventionnel. Cet espoir semble fonde pour les 
problemes d’tquations differentielles “ordinaires” (en balistique exterieure t peut-etre 
278 A. CarriPre. L.-R. Oudin 1 Theoretical Computer Science I87 (1997) 263-284 
en balistique interieure), en particulier grace a l’emploi de la methode des transforma- 
tions quasi-monomiales de Brenig. Cet espoir semble plus incertain pour les prob- 
lemes “modernes” des equations aux derivtes partielles de la balistique interieure 
fond&e sur la dynamique des gaz. 
A moins dune prochaine decouverte inhabituellement decisive en mat&e d’equa- 
tions aux dtrivees partielles, il faudra s’efforcer de rechercher des separations 
(judicieuses) des variables. Par exemple, on considerera l’existence de groupes de 
symetrie (dans la lignee d’Olver et/au de Schwarz) pour reduire les equations aux 
dtrivtes partielles a des equations differentielles ordinaires. Ainsi, apres reduction a la 
forme quasi-monomiale, on pourra leur appliquer les transformations quasi-mono- 
miales ou quelque autre methode qui serait publiee entre-temps. 
Annexe 
Note 1 (Aspects analytiques des probltmes abordis). On Ctudie le probleme de Cauchy 
pour des systemes de N equations differentielles ordinaires a N fonctions inconnues 
rtelles y = {yi}~~~, t &ant la variable indtpendante rQlle: 
Y(O) = Yo . 
Pour ce systeme, le second membrefest suppose indtfiniment continu et derivable sur 
un pave Sz, produit tensoriel de N + 1 intervalles born& fermes: 
i=N ((x)) 
!2=52,x n Q,,, auec 52, = [0, T], *, = kf(Yi (t)L SUP (Vi (t)) ,, i=l [ tEQ, 1 tEQ* ’ 
let avec T la plus grande des valeurs de t atteinte dans le domaine d’ttude. 
11 convient de definir une tolerance E et une norme d’erreur L2 (52) sur (& (t) -9, (t)) 
qu’on approche au mieux par l’expression: 
k=N 
,Fl (I;’ @k (t) -h (6 Y”(t)))2 dt G E, 
avec i une solution approchte de $ a E pres pour: 0 d t < t,,, < T. On definit 
t max soit directement, soit par un critere de valeur finale sur Tune des composantes 
de y. 
En pratique, on considtrera (Sections 2.3 et 4.2) des solutions polynomiales (de 
degre fini puisqu’on s’en tient a des developpements limit&). 
Note 2 (Quelques solutions pratiques (dont une par voie formelle)). A defaut de solu- 
tions analytiques exactes, les calculs courants de balistique sont faits par integration 
numtrique (informatiske depuis 1970) des types: 
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- Runge-Kutta [8] ou Adams-Bashforth pour les Cquations diff&rentielles ordinaires 
en balistique extCrieure t balistique inttrieure, 
- diffkrences finies (p. ex. [36]) ou Cltments finis pour les kquations aux dtrivttes 
partielles de la mtcanique des fluides (balistique intbrieure) ou des “solides” en fait des 
milieux dtformables (balistique terminale). 
Le contr8le du pas pour I’intCgration numkrique des Cquations diff&entielles 
ordinaires a fait I’objet de quelques investigations analytiques dans la lignke de 
Collatz [30], p.ex.: Carrikre [13]. 
De plus les calculs courants reviennent g rboudre des problkmes inverses (pour 
lesquels on ignore une partie des conditions initiales permettant d’obtenir des cteffets 
balistiques)) donnts), qui comme chacun le sait, sont encore plus dtlicats d rboudre 
que les probltmes directs. 
A 1’ ISL en 1995, Silvestre a rkalid une intkressante synth&e des calculs formel et 
numirique en MATHEMATICA pour la balistique exttrieure: partant des tquations 
vectorielles de la dynamique, les Cquations diffkrentielles ordinaires rksultant de leur 
projection sur les 3 axes de translation et selon 3 angles de rotation ont &tt: obtenues 
en MATHEMATICA puis intkgrites en Runge-Kutta d’ordre arbitraire avec contr8le 
du pas. Ce pro&d& formel s’est rCvtlt: beaucoup plus rapide et plus stir que 1’Ccriture 
“A la main” comme l’avaient fait Fleck, apr&s Schwertassek en 1970-1975 [35]. 
Malgrt: les progrb de l’informatique, pour accClCrer l’exploitation des calculs, on 
a dfi concevoir et rCaliser (par intkgration numtrique bien stir) des “rCseaux balis- 
tiques”, p.ex.: d 1’ ISL: les ctAussen-Ballistische N tze)) des anntes 1974 d 1995 dits 
(tABN74-95)) en balistique extCrieure [9] ou mieux les ((Innen-Ballistische Netze)) des 
annttes 1981 B 1994, dits IBN81-94 en balistique inttrieure, [14] fond& sur les 
similitudes balistiques qui permettent des facteurs d’acctlCration de l’ordre de 10 (en 
balistique exttrieure) ou de 1000 (en balistique intkrieure des canons) ce qui est 
particuli&ement inttressant pour les problbmes inverses dont l’optimisation [24]; ces 
“Rtseaux” n’ont rien g voir avec les “tables de Gossot et Liouville” 1895-1922 [39] ou 
les “rkgles d’emploi” qui sont le plus souvent de nature empirique (p.ex: Valpo 
193845). 
Note 3 (Indications sur des probldmes d’akrodynamique balistique). La description du 
champ d’tcoulement de l’air autour du projectile est elle-mZme un problbme t&s 
difficile, dkcrit par des Systbmes d’kquations aux dtrivtes partielles non linCaires, dont 
on ne connait gu&re que des solutions numkriques, ce qui fait qu’en pratique on utilise 
des valeurs tabulkes (en fonction de la “vitesse“ Mach et de l’incidence4 “delta” 6) des 
diverses composantes de la “Rtsistance de l’Air” [48, 111.11 convient de rappeler que 
les diverses composantes (forces et moments) m&me sous forme rCduite de ctcoeffi- 
cients Atrodynamiques)) dtpendent pour une forme don&e du projectile non 
seulement de M et b mais aussi des nombres de Reynolds, de Knudsen,...De plus pour 
4 Angle entre l’axe du projectile et le vecteur vitesse de translation. 
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les tres grandes vitesses (u > 2-3 km/s) l‘tchauffement atrothermodynamique du 
projectile peut provoquer son ablation [15]. 
Note 4 (Indications SW les meddles h 2,3 et 6 degrb de liberth). Hormis des projectiles 
“hors-normes” (p.ex: Boomerang) ou des tirs sous tres forts angles de projection 
(alpha > 60-70”) on peut considtrer des problemes simplifies, qui restent tout a fait 
pertinents en pratique m&me si on perd en “esthetique thtorique” (rigueur), les 
mouvements a ((3 degres de libertt)) (on suppose que le projectile reste stable et 
chemine sous une faible incidence ce qui permet de lineariser le systbme differentiel du 
mouvement pendulaire) et encore plus simple le “2 degres de libert? de ((point 
materiel)) (mouvement dans un plan vertical fixe) tel qu’on le decrit dans les tours de 
Mecanique, c’est a dire que la resistance de lair est supposee reduite a la seule trainee, 
directement opposee au vecteur vitesse. 
Carriere [12] a montre que l’on peut utiliser la description a “2 degres de libert? 
pour la Conduite de Tir (de “combat” jusqu’a 4@60” avec “compensation” empirique 
de la “derivation” (*), en general sur la droite du plan de tir), la description a “3 degres 
de libert? (jusqu’a 40-50” avec calcul theorique de cette derivation). Pour les angles 
de projection tres tleves (# SO’) on observe des derivations sur la gauche, ce qu’on ne 
peut calculer qu’avec les modeles “complets” a “6 degres de 1ibertC”. 
(*) la rotation du projectile engendre des forces latirales (sensiblement ormales au 
plan de tir) qui entrainent un mouvement dans le sens de la rotation mais n’alterent 
guere le ctmouvement principal)) du centre de graviti dans le plan de tir. La descrip- 
tion ((2 degres de liberte)) le negligeant il convient de le compenser pour rester 
pertinent. 
Dans le meme domaine on peut signaler une etude de Carriere en 1981 sur l’etude 
du phtnomene de “double groupement”: vers un “angle critique” de projection (p. ex: 
alpha # 75” pour le canon de 100 mm de la Marine) on a observe (db la Guerre de 
1914-18 pour certains obusiers) qu’une partie des projectiles dune salve tombe sur la 
pointe avec une derivation a droite une autre partie sur le culot avec une portee plus 
faible et une derivation sur la gauche. 
Note 5 (Sur les lanceurs dlectriques). On peut signaler l’existence de “Lanceurs Elec- 
troMagnetiques” (LEM) oti le projectile est propulse par une force de Lorenz, 
proportionnelle au produit des courants inducteur et induit: 
- lanceur Clectromagnetique a rail oti l’on joue sur le gradient lineique d’Auto- 
Induction, modele “balistique inttrieure a rail”, 
- lanceur Clectromagnttique a induction oti l’on joue sur le gradient d‘induction 
mutuelle, modele “BABI” [17]. 
Leur modelisation se fait par des systemes differentiels ordinaires [25, 161, qui ont 
fait l’objet de quelques developpements formels [42]. Une autre cattgorie de canons 
electriques: les canons ctelectro-thermiquew est en tours de modelisation physique, il 
est done premature de s’etendre sur les apports du calcul formel a l’ttude des ces 
canons electro-thermiques. 
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Note 6 (Indications SW quelques modbles ctmodernes)) courants ci 1’ZSL). Les modeles 
ccthermodynamiquew (qu‘on peut utiliser pour des canons donnant des vitesses 
jusqu’a 800-1200 m/s) ne modelisent pas correctement le ((gradient de pression)) ce 
que peuvent faire les modeles fond&s sur la Dynamique des Gaz, par exemple: 
- KL96 de Krauth, 1970-74, [44] en coordonnees de Lagrange, monophasique 
(melange intime gaz + poudre), en 1 “D” Dimension d’espace, integration par la 
venerable mtthode des Caracttristiques (qui remonte a Riemann 1858!), Ce modele 
a servi a calculer les Reseaux IBN9t dont l’exploitation utilise les (Similitudes 
balistiquew (citees en 1.2) car il en verifie assez bien les conditions, contrairement aux 
AMIxD (qui sont analogues aux MOBIDIC xD de la SNPE (Socitte Nat. des 
Poudres et Explosifs) suivants: 
- AMI2D de Heiser et Hensel [41], bi:phasique (gaz et poudre) et a 2 Dimensions 
d’espace, integration numerique par Mac Cormack, 
- AMIlD de Foillard et Rochebrune [36], version “1D” de l’AMI2D mais balistique- 
ment plus conviviale sur PC. 
Une comparaison d’ensemble a et& exposee a 1’ ISL en 1995 [19]. 
Note 7 (Quelques dkveloppements analytiques et applications de la thdorie d’Euler). La 
“thtorie d’Euler” (1753) des resistances monomes a fait l’objet de nombreuses invest- 
igations analytiques entre autres celles de Francais et Tempelhof [29] pour des 
developpements limit&s y(x) au 8e ordre, puis celles de Demogue en 1910 sur les 
fonctions Euleriennes Beta incomplbtes ou celles de Greenhill en 1873 qui a montre 
que la “resistance cubique” (n = 3) conduisait a une solution exacte par integrales 
elliptiques de Weierstrass [2, 403. 
L’ “tcole allemande” des annees 1920-1940 [53] a exploite les theories de Popoff 
[49] relatives aux dtveloppements asymptotiques (selon un theoreme de Poincare, 
1892) des trajectoires x(t), y(t) en axes obliques (deja introduits par’Greenhil1) avec le 
parametre 1 = (1 + sin (alpha))/2. @‘appellation alpha etant choisie pour la distinguer 
de l’exposant CI precedemment utilisi), sous la forme: 
4(t) = i”o (t) + /z x 51 @I + A2 x 52 (t) + ... ; 
v(t) = Yo @I + 2 x yI1 0) + A2 x f/2 (t) + ” 
<= x 
cos(aZpha) 
q = x x rg(alpha) -y 
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Ce qui est remarquable dans ces theories reside dans le fait que les fonctions 
5, (t) et ~]~(t) sont des solutions d’equations diffirentielles du premier ordre lineaires 
(sauf pour v = 0, oti on retrouve la theorie de Tir de Plein Fouet de Siacci-Charbon- 
nier [27]). Athen (1940) en a deduit une methode &l&ante d’interpolation sur des 
rtseaux tres reduits (alternative a nos ((Aussen-Ballistische Netzeb) des an&es 1974 
a 1995 dits ABN 7495 [9]) mais qui semblent ne jamais avoir et& mis en oeuvre 
a grande echelle. 
CuriositC Bibliographique: Dans l’Encycloptdie de Diderot et d’Alembert (A l’article 
“instrument balistique”, t. XVIII pp. 840 sq.) on trouve une solution tres originale 
(dun auteur inconnu) du probleme de balistique exterieure a 2 degres de liberte en 
resistance quadratique (n = 2, tout a fait pertinente pour les boulets de l’epoque) par 
une serie y(x) exploitant la relation d’Euler: ZJ = u. exp( - b.s), s etant l’arc parcouru. 
Parmi les applications pratiques de la theorie d’Euler, on trouve les “Tables dOtto” 
1840 (n = 2) puis celles de Bashforth 1865 (n = 3) ou celles de Zabudsky 1880 (n = 4), 
ainsi que le canevas de nombreuses methodes numeriques pecifiques de la balistique 
exterieure dont la methode GHM 1918-27 [S] ou les methodes “degradees” ELR(p) 
de Carriere [26] pour etre exploitees en BASIC sur machines de poche du type 
SHARP PC 12xy. 
Si la solution de la balistique xterieure a 2 degres de liberte en “Resistance liniaire” 
(a densite constante) Ctait connue depuis 1680, il parait curieux qu’il ait fallu attendre 
191420 pour la solution de ce m2me probleme (a ((densite xponentielle lineaire)): 
d = exp (h . y), avec h negatif, hypothese bien verifiee en pratique) par Cavalli! [48]. 
Note 8 (SW la thiorie Charbonnier-Sugot ChS). La theorie ChS peut se resumer ainsi: 
comme a = 1, on elimine le temps entre l’equation differentielle de combustion et celle 
d’inertie qu’on ecrit 






qu’on combine avec une equation deduite de celle trouvee par Resal: 
fx ii, x z - (n - 1)/2x /l x u2 
(dans ces equations les variables sont x, U, p, z, t les autres symboles designent des 
constantes dites ctconditions de chargement))) 
et on obtient l’equation differentielle d‘une variable Q dite de “parcours”, cette 
variable Q s’exprimant en fonction de la fraction brtilee z: 
dQ 2xQ xdD ; cte -- 
z-n-1 dz 
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oti Q est lie au d&placement x du projectile et D est une fonction connue de 
z dtpendant dune fonction q(z), dite fonction de forme. 
En particulier si q(z) = 1 et a = 1, la solution qui apparait decrit un systeme 
physique connu sous le nom de systeme a ((emission constante)). Un tel systeme a fait 
l’objet de nombreuses investigations dont celles de Sugot [52] pour l’optimisation en 
balistique interieure. 
Remarque: l’exploitation ctinverse)) (recherche de certaines ctconditions de charge- 
merit)) a partir (d’effets balistiques)): pression maximum et vitesse a la bouche) de 
l’IBN94 reprend ces considerations de Sugot comme ((solution d’amorcage)) pour les 
procedures ittratives. 
Les anglais Pike et Clemmow (192G1940) [32] ont tente des mod&es de balistique 
inthieure oh l’exposant CI de pression dans la loi de combustion n’etait plus l’unitt 
“un”, ce qui conduit a des systemes differentiels plus compliquts car fortement non 
lintaires. 
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